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Thomas Ehrhard
1) (Utile pour la suite.) Soit ¢ € Rel(E, F).
1.1) Soient (m;,n;) € 1t pour i = 1,...,k, montrer que (my + -+ +mg,ny + -+~ +nyg) € !t

Solution > On utilise la notation suivante: si (a;);es est une famille d’éléments d’un ensemble E et si
J C I est fini, alors [a; | i € J] est I’élément m de Mg, (E) tel que m(a) est le nombre d’éléments i de I
tels que a; = a.

Pour chaque i = 1,...,k on peut trouver un ensemble d’indices fini J; et deux familles (a;);es, et
(bj)jes, tels que (aj,b;) €t et m; =la; | j € J;] et n; = [bj | j € J;]. Quitte & réindexer, on peut aussi
supposer les J; deux & deux disjoints. En posant J = UF_J; on a my + -+ my = [a; | j € J] et
ny+---+n,=[b;|jeJ] et donc (mq+---+my,ni+---+ng) €L <

1.2) Soit (m,n) € t. Montrer que si nq,...,n, € !F sont tels que n = ny + --- + ny alors il existe
mi,...,my € E tels que m =my +---+my et (my,n;) pour i =1,... k.

Et de méme si (m,n) € !t et si my,...,my € !E sont tels que m = my + --- + my, alors il existe
ny,...,ng € F telsque n =n1 +---+ng et (my,n;) pour i =1,... k.

Solution > Vu la symétrie de la définition de !¢, les deux énoncés se prouvent de la méme fagon, on

traite le second. On a m = [a1,...,a;] et n = [by,...,b] avec (a;,b;) € t pour j = 1,...,1 et on peut
trouver des ensembles deux a deux disjoints (J;)%, tels que UX_, J; = {1,...,1} et m; = [a; | j € J;]. On
pose n; = [b; | j € J;] pour i =1,...,k et ces n; vérifient la propriété voulue. <

2) Dans Rel prouver que le diagramme de naturalité de la déréliction commute:

E—=* . p
!tl lt
derp
\F F
Soit m = [a1,...,ax] € \E et b € F, observer que si (m,b) € derg !t alors il existe n € |F tel que

(m,n) € !t et (n,b) € derp. Cette derniére condition signifie que n = [b]. Mais alors la définition de !¢
implique que k =1 et que (a1,b) € t. Donc (m,a;) € derg et par suite (m,b) € ¢ derg, on a prouvé que
derp 1t C t derg.

Réciproquement on suppose que (m,b) € t derg. Soit a € E tel que (m,a) € derg et (a,b) € t.
Par définition de derg on a k = 1 et a3 = a. Soit n = [b], on a (m,n) € !t et (n,b) € derp et donc
(m,b) € derg !t. On a prouvé que t derg C derp .

3) De méme pour la naturalité du digging.

di
E— np

!tl l!!t
digp

\F——IF

Soit m € \EF et N € 'F.

Supposer d’abord que (m, N) € digg '¢. Soit n € !F tel que (m,n) € !t et (n, N) € digr. On écrit
N = [nq,...,ni], alors on a n = ny + - -+ + ng. Par 'exercice 1 on peut écrire m = my + -+ - + my, avec
(mi,n;) €tpouri =1,... k. Soit M = [mq,...,mg] € 'E, on a (m, M) € digg et (M,N) € !lt, ce qui
prouve que digp !t C It digg.

Réciproquement on suppose (m, N) € It digy. Soit M € IlE tel que (m, M) € digy et (M, N) € llt.
On peut écrire M = [mq,...,my] et N = [ny,...,ni] avec (m;,n;) € ' pour ¢ = 1,...,k. De plus
comme (m, M) € digy on amy +---+myp =m. Soit n=mn; +---+ng, on a (m,n) € !t par exercice 1.



4) Prouver les deux commutations suivantes:

! Il !
= der g e Iderg '
o] AT
Id Id
'E
5) Si N =[ny,...,ng] € 'F, on pose X(N) =nq + -+ ny € !F. Prouver la commutation

di
E—— g
digEl l!digE
dig,
"E nE

Soit m € |E et M € NE.

On suppose d’abord (m, M) € dig,, digg. Cela signifie que 3(3(M)) = m (noter que X(M) € IIE).
On écrit M = [My, ..., My]. Soit m; = X(M;) € !E pour i = 1,..., k. Soit M = [mq,...,mg]. Comme
Zle m; = Zle (M) = E(Zle M;) =m, on a (m, M) € digy. Par définition (m;, M;) € digy pour
i=1,...,k, donc (M, M) € ldigy. Donc dig, digy C ldigy digg.

Réciproquement on suppose (m, M) € ldigy digg. Soit M € IlE tel que (m, M) € digg et (M, M) €
ldig. Par Pexercice 1 on a (X(M),X(M)) € digg (détailler) c’est-a-dire L(X(M)) = X(M) = m, et
donc (m, M) € dig,y digg.

6) Pour éviter toute confusion, on utilise la notation suivante: si s € Rel(E, F) et u € P(E), on
pose s-u = {b€ F|3a € F (a,b) € s} (c’est lapplication linéaire de s & u). Si u € P(FE), on pose
u) = Mgn(u) € P('E). On rappelle que 1 = {x}.

6.1) Vérifier que derg - u") = u, digp - v = uOO wp - u® =1, cg - u® =u® @ u® =u® x w0 ¢
PIE®'E)et!s-ul) =(s- u)(!) si s € Rel(E, F).

Solution > Noter d’abord que [a1,...,a,] € u) < ayi,...,a, € u. En particulier m; + --- +
mp € u o my,...omp € . On a derp - u) = {a€ E|[a] € Man(u)} = u, digg - u) =
{Ima,...,me] |my+ - +mp €u®} = {[m,...,mp) | ma, ... ,mp € uM} = w0 wg - ul) = {5} car
0 Cu, cp-ul = {(m1,ma) | mi +mae € u} = {(my,ma) | m1,my € u}. Enfin [by,...,b;] € s-ul) ssi
3ay,...,a a1, ..., ax] € u) et Vi (as,b;) € sssiJay,...,a, Vi (a; € uet (a;,b;) € s)ssiby,... by €s-u
ssi [bl,...,bk]e(&u)(!). <

Soit s € Rel(!E, F). On définit une fonction

5:P(E) = P(F)
uw— {be F|3me Paa(u) (m,b) € s} =s-u)

6.2) Montrer que S est une fonction Scott-continue, c’est-a-dire qu’elle est croissante et que, pour
toute partie filtrante D de P(E) (ce qui signifie que D est non vide et Vuy,us € D3u € D uy; Uug C u),

on a 5(UD) = Uyep 5(u).

Solution > Soient u; C ug € P(E). Alors u; ") = Mgy (u1) € Mgn(uz) = us® et donc s-u1 ) C s-us().
Soit D C P(FE) filtrante. Soit [aq,...,ax] € (UD)(!). Pour chaque ¢ = 1,...,k il existe u; € D tel que
a; € u;. Comme D est filtrante il existe u € D tel que uq,...,ur C u et donc ay,...,ar € u et
donc [ay,...,ax] € u, on vient de montrer que (UD)(!) c uD® ot DU = {u® | u € D}. Linclusion
réciproque résulte de la croissante de u — u("), donc on a (UD)(!) =uDW,

L’égalité cherchée résulte du fait que si ¢t € Rel(G,F) et si A C P(G), onab € t-UA ssi Ic €
UA (c,b)etssidwe A(cewet (¢,b) et)ssidwe Abet-wetdonct - UA=U{t-w|weAd}. <«

6.3) Veérifier que derg est la fonction identité.



Solution > C’est juste la question (1). <

6.4) (Promotion et composition dans la catégorie de Kleisli.) Si s € Rel(!E, F) on définit s' €
Rel(!E,!F) comme la composition suivante de morphismes:

di
E——2 s np—" o p

Si u € P(E), vérifier que s' - u® = 3(u)".
Sit € Rel(!F,G), on définit t o s € Rel(!E, G) par

tos=ts =tls digy .

Vérifier que (m,c) € t o s si et seulement si on peut trouver k € N et (m;,b;) € s (pouri =1,...,k) tels
que m=mq+---+my et ([by,...,bg],c) €.

Solution > On a s' - u") = (Is digg) - u® =1s - uM) = (5. u(!))(!) = §(u)(!) par la question (1) (et le
fait évident que (ts)-v=1t-(s-v)).

Pour la deuxiéme partie de la question il suffit de noter que, par définition de s', on a (m, [by, ..., b]) €
s ssidmy,...,my €E (m=my+---+my et Vi (my, b;) € s). <

6.5) (Promotion généralisée.) Plus généralement si s € Rel(!E; ® ---®E,, F) on définit s' €
Rel(lE; ® -+ ® 1E,,|F') comme la composition suivante de morphismes de Rel (utilisant la structure
lax-monoidale du tenseur vue en cours):

digp, ® - @ digg,, u .
By ® - ® B, NEy @ @UE, —> (IE1® - @ E,) —> |F

Décrire s'. Noter quesiu; € P(E;) pouri = 1,...,nalors s*-(u1 V@ -@u,") = (s - (1 @ ---® un(!))(!).
Solution > De la méme fagon, on voit que (my,...,my,,[b1,...,b;]) € s' ssi on peut trouver des
(mi,...,mi) pouri=1,... ktels que (m?,...,mi b;) € set Zf:lmj» =mj  pour j=1,...,n. <

6.6) Avec les notations de la question 6.4, montrer que ¢ o s(u) = £(3(u)) pour tout u € P(E).

Solution > tos(u) = (ts') -u® =t (s u®) =t -35u)" =¥(5)). <

6.7) Soit s € Rel(!E,E) et f =5, soit uo = U,—, /(). Montrer que f(uo) = uo et que ug est le
plus petit élément u de P(FE) tel que f(u) = u (ug est plus petit point fixe de f). On posera fix(s) = ug.

Solution > On a () C f(0) et si f*(@) C fH1(0) alors f*+1(0) C f*+2(0) car f est croissante. Par
suite Vn € N f(0) C f*T1(0). Donc {f™(0 | n € N} est filtrant et par la question (2) on a f(ug) =
Unenf" 1 (0) = ug car fO(0) = 0. Soit maintenant u € P(E) tel que f(u) = u. On a ) C u et, si
F™(0) C u, alors f*T1(0) C f(u) = u et donc, par récurrence Vn € N f*(0)) C u, et donc uy C u. <

6.8) Montrer que ug est le plus petit pré-point fixe de f, c’est-a-dire le plus petit u € P(FE) tel que
f(u) C u. Noter que cette propriété f(u) C u peut se comprendre comme une propriété de “cloture par
déduction” de u: si ay,...,a; € u et ([a1,...,ax),a) € s, alors a € u.

Solution > Exactement la méme preuve que dans la question précédente (en fait la preuve ci-dessus
n’utilise que le fait que f(u) C u). <

On suppose maintenant que E = (I(IF — F') — F') pour un ensemble F. On définit Z € Rel(lE, E)
par Z =curZ’ ot Z’' € Rel(!lE® |(IF — F), F) est la composition suivante de morphismes de Rel (en
gardant les isos monoidaux implicites):

IE®cCpor e®denr_or

IEQ(IF — F) IEQI(IF — F)QI(IF — F) IF®(IF — F)

lem

F



oil e = h' (promotion généralisée) avec h = ev (derg @ |(IF — F)) € Rel(!E® |(\F — F), F).
6.9) Montrer que

zZ= {([(mlval)v~~'7(mkaak)}7(m1 +o g+ [([(11,‘..,046],04)],0,)) ‘
keN, my,...,mp €(IF — F) et a,aq,...,ax € F}

Solution > On a
h={(([(m,a)],m),a) | me!(\F — F) et a € F}
donc

€= {(([(mlval)v~'~7(mkaak)]vm1 +”'+mk)a[a17“wak])
|keNetay,...,ap € Fet my,...,mp €(IF — F)}.

Par suite (M, m’,a) € Z’ si et seulement si m’ = m + mq avec ((M,m,mg),a) € ev o (e ® derp_or).
Cette condition signifie qu'il existe p € IF tel que mg = [(p,a)] et (M, m),p) € e. Comme on I’a vu

cette derniére condition signifie qu’on peut écrire M = [(mq,a1),..., (Mg, ar)], m = my + -+ + my
et p = [a1,...,ax]. Autrement dit Z’ est I'ensemble des (([(m1,a1),..., (mg,ar)],m1 + - + my +
[([a1, ..., ak],a)]),a) et donc Z a bien la valeur annoncée. <

11 résulte de cette définition que si Yy € P(E) = Rel(!(IF — F), F) est un “candidat opérateur de

~

pont fixe” alors Y; = Z(Yp) € Rel(!(IF — F), F') vérifie que, pour tout ¢t € P(1F — F)
Yi(t) = ¥ (1))
En effet
Yi(t) =Yy - t®)

— (20 4O

=z (oW @t®)

= (evo(e®denp_op)) - (Yo @tV @tM)

—(evo) (Yot 01

6.10) Soit Y = fix(Z) € Rel(!(!F — F), F). C’est donc le plus petit élément Y de Rel(!(!F — F), F)
tel que, si (m1,a1),..., (Mg, ax) €Y et a € F, alors (mq + -+ my, + [([a1,...,ax],a)],a) €Y.
Soit s € Rel(!F, F) = P(I1F —o F).

Soit ® = Z, on pose Y,, = ®"(()). Montrer par récurrence sur n que f’;(s) = (@) (ou f =3) en
utilisant 6.9. En déduire que Y(s) = fix(s) = U,—, f™(0).

Solution > Yy = () donc ﬁ(s) =0 = f9(0). Supposons que f’;(s) = f(0). Puisque Y, 11 = Z(Y,), par
le calcul ci-dessus on a Y, 11(s) = 5(Y,,(s) = f**1(0) par hypothése de récurrence. On a donc prouvé
Vn € NY,(s) =3"(0). Donc

V(s) = Yuls)
0

= U Y,)
= U

n

(

0

0!
U Y, - sM)
n=0

=Jsm
n=0

ol on a utilisé le fait que 'application linéaire -  est linéaire & gauche et a droite. <



